ECE1 Correction SIGMA n°3B 2018-2019

Correction SIGMA n°3B

Exercice 1

Les 3 questions sont indépendantes.
3y + 2
1. On considere 'ensemble E = 2y |, y,z€ Ry C M3:1(R)
—z
3x0+4+0

0
(a) On voit que ( 2x0 ) = ( 0 ) € E donc I'espace est non vide.
-0 0

3y1 + 21 3y2 + 22
Soient X; = 211 ekl Xo= 21 € E; A€ R. On a alors

—z1 —Z2

3y1 + 21 3y2 + 29
)\Xl + X2 = A 2y1 + 2y2

-2 —Z2

ABy1 + 2z1) + (By2 + 22)
= 2My1 + 2y
—X1 — %2
3(/\y1 + yz) + ()\Zl + 22)
= 2(Ay1 + v2) S
—(Az1 + 22)

‘L’espace E est un espace vectoriel. ‘

3y + 2
E= 2y |, y,z€R
—z
3y z
= 2y | + 0 , Y, 2 €R
0 —z
3 1
=yl 2 | +z2 0 , Y, 2 €R
0 —1

(b) On a

(c) Soient Ai, A2 € R tels que
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x
2. On considere 'application f : (y) —

M;1(R).
(a) L’application f va de Mj3;(R) dans M3 1(R).

Soient X; = (

(b) On a

€

3 1
La famille 21, 0 est donc libre.
0 -1
20+y— =z
r—y-+=z
z 20 — 2y + 2z

T2

fAXG+Xo) =

yl ) X2 - y
21

)et/\E[R

(Az1 + 22)
(/\Zl + 22) )

2(A\xy + $2 + (A\yr +y2) —
/\fﬂl + x9) — (Ay1 + v2) +
2(Ax1 + 22) — 2(Ay1 + y2)2(A21 + 22)

AMxy —y1 + 21) + (

2=’ﬂ1 + Yy — 2’1) + (2$2 + Y2 — 2’2)
Ty — Yo + 22)

)\ 21’1 — 2y1 -+ 221) + (233'2 — 2:1/2 + 222)

( 21+ — 21

T — Y+ 2
2(131 - 2y1 -+ 221

M (X)) + f(Xy)

)

2x9 + Yo — 29
— Y2+ 29
2.1}2 - 2y2 + 222

La fonction f est un endomorphisme de Mjs;(R).

|

fler)

)

(¢) On détermine Ker(f). On a

X

x
Y
z

) € Ker(f) < f(X)=0

2r+y— 2
r—y+=z

2r+y—=z2

20 4+y — 2

0

SIGMA n°3B.

20 — 2y + 2z

3y — 3z
3y — 3z

3y — 3z

Lo — Ly —2Ls
L3—>L1—

Ls

Lg%LQ—Lg

) et on note (eq, ey, €3) la base canonique de
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Ainsi

D’apres la question (b),

2 1 —1
Im(f) = Vect L, =11, 1
2 -2 2
1 —1
—1 = — 1
-2 2
Ces deux vecteurs sont liés. On a donc

1))

Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels. La famille est donc libre et finalement,

()5

6) et ensemble F' = {X € M3,(R), AX = 0}.

On remarque que

w

3. On considere la matrice A = (

W N =
O = N
NeJ

(a) Ona F C Mg}l([R)
On a A x 0 = 0 donc le vecteur nul appartient a F'.
Soient X,Y € F' (On a donc AX =0et AY =0, et A € R. On calcule

AAX +Y) = AAX + AY =0

‘Donc I est un espace vectoriel.

(b) On résout le systeme

r+2y+3z2 =0 r+2y+3z =0
dr+6y+9z =0 0 =0 L3— L3—3L,

Ainsi

B R RN HIE)
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Exercice 2

1. Au mieux X =1, au pire X = n et toutes les valeurs intermédiaires sont possibles, donc

X(Q2) = [1,n]

2. (a) Sionsait ByNByN...N B;_1, pour le i-eme tirage, il reste n — (i — 1) boules dans 1'urne, dont
une boule noire.
Donc

n—(i—-1)—1 n—1
Ppin..n,._.(Bi) = n—(i—1) Tn—it1

(b) (X = k) est I'événement By N ... Br_1 N Ny.
En utilisant la formule des probabilités composées :

-1 -2 —(k—1 1 1
P(X =k)= n — X Z — X X nn —(k m 2> e — 1i=n (par télescopage multiplicatif).
1
Vne[l,n] P(X=k)=-
n
1 21
() en résulte que : | X > Uy E(X) = ”; vix) ="

3. (a) Notons B; I’événement « le i-eme tirage donne une boule blanche numérotée 0 ».
(X=k)N{Y =0)=BNByN...NB,_; N Nj.

Par le méme principe :

n—2 n—-3 n-—4 n—k 1 (n—k)x1
P(X=knN(Y =0)]= -
[( )N ( )] n a1 n 9" Xn—k‘+2xn—k+1 n(n —1)
—k
—_n=r (par télescopage multiplicatif)
n(n —1)

(b) On utilise le systeme complet d’événements (X = k)ge1,,)- La formule des probabilités totales
donne :

k=1
B Z”: n—=k
B = nn-1)
1 n
= (n—k)
n(n —1) kz::l
On pose © = n — k dans cette derniere somme :
1 0
PY =0)=
( ) n(n - 1) z:znzlZ
B 1 n—1 .
- TL(TL - 1) =0 '
B 1 (n—DLn 1
n(n—1) 2 2
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1
1):1—P(Y:O):§.Donc

Y<—>B<;> E(Y) :; V(Y) =

1
4

4. (a) En ligne 6 : Nb=Nb-1 (une boule blanche a été tirée)
En ligne 7 : u=grand(1,1,’uin’,1,Nb+1) (il reste Nb+ 1 boule dans I'urne)
En ligne 8 : X=X+1 (un tirage de plus)
(b) En ligne 4 : Y=0
En ligne 8 : Y=1
On peut répondre aux deux question a : et b : avec le script complet suivant :

[EY

©O© 0 N O O b W N

T e el
adbdh W= O -

Exercice 3

n=input(’entrez une valeur pour n : ’)
nB=n-1
X=1
Y=__ _
u=grand(1,1,’uin’,1,nB+1)
while u<nB+1
nB=-- nB-1 —-
if u==1 then
Y=__ _
end
u=grand(1,1,’uin’,1,--nB+1--)
X=—-X+1--

. end
. disp(X,’la boule noire est apparue au tirage numéro’)
. disp(Y,’la valeur de Y est’)

1
Pour tout entier naturel n, on pose u, = / (1 — t2>n dt. On a donc, en particulier, ug = 1.
0

1. On calcule
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De méme, on calcule
1
Ug :/ (1—t*)* dt
0
1
:/ (1—2t* +t4) dt
0

2., 1!
:t—t3+t5]
-5+ 57),

3
- 2 1 15-10+3
3 5 5
2 8
Ulzg et U/Q:TE)

2. (a) On cherche la monotonie de la suite

1 1
U — Uy = [ (1=t dt —/ (1 —t3)" dt
0 0
1

=/« — )1 —t*—1) dt

1
__/ 21— dt <0
0

1

car t2(1 — t*)™ > 0 pour ¢ € [0, 1] donc / t2(1 — %)™ dt > 0 (positivité de I'intégrale).
0

Donc u,11 < .

La suite (u,) est bien décroissante.

(b) Du fait de la positivité de 'intégrale, u,, > 0, donc (u,) est décroissante, minorée par 0 donc

‘un est convergente vers une limite ¢ > O.‘

1

2 2 +oo
eH/20 et T :/ f(t) dt.

— 00

3. (a) Soit f la fonction définie sur R par f(t) =

9

o
On reconnait en f une densité de X — N(0,0?), donc

+oo 2 1
(b) Soit J,, = / e~ dt. On choisit o de sorte que 52 =
—00 g

1 1
Donc 0?2 = — soit encore : ¢ = 1/ —. Avec cette valeur de o :
2n 2n

+o00 2
an/ e~ t2/20 dt=I><0x/27r:1/—7r: E,
oo 2n n

+00 1
Posons K,, = / e~ dt. Comme f est paire, K, = §Jn
0

1
Jn:,/zetKn:— T
n 2V n

(c) &+ €” est convexe et y = 1 + x est 'équation de la tangente en 0. Donc Ve € R e > 1+ =z
Avec x = —t2, on obtient

e >1—+2.
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(d) On a donc, pour n € N, : (1 —2)" < (e7¥)" = e
1 1 400
En intégrant entre 0 et 1 : / (1—t)"dt < / e dt < / et
0 0 0

1 /7
Done 0 < u,, < 2\ |— et, par le théoreme d’encadrement :
n

lim u, =0
n—400

4. En utilisant le changement affine u = 1 — ¢, on obtient

/01(1 iy dr = /10u”(—du).

1

1 1
Donc/(l—t)”dt:/u"du: :
0 0 n+1
Pourt € [0,1], ** <tdonc 1 —t*>1—tet (1 —t2)" > (1 —1t)"

1
En intégrant entre 0 et 1, on obtient : Uy = —]
n
1
On sait que la série Z —— diverge, donc, par la regle de comparaison des séries a termes positifs :
n=0

Z u, diverge

n=0

1
5. (a) U = / (1— )" dt

0
Prenons u(t) = (1 —t3)" M et v/(t) = 1, don v/(t) = —2(n+ Dt(1 — )" et v(t) =t

u et v sont C' sur [0, 1], on peut donc intégrer par parties :

1 1
Uny1 = {(1 — %) t] +2(n + 1)/ (1 — )" dt
0 0

_ O+2(n—|—l)/01 (8 = D)= 2y + (1 2 at

= 2(n+1) (/01(1 — 3" dt — /01(1 — At dt)
= 2(n+ 1)(un — 1)

C’est le résultat attendu.

47(n!)?
(b) Posons (Pn) Up = m
4" (n!)? 1
e Pour n =0, (Zn(z)l)' =71= 1=y donc Py est vrai.

471 ((n 4 1)1)?

e Supposons P, vrai, montrons P, vrai, c¢’est a dire u, 1 =

(2n + 3)!
2n + 2
Or u, 2 Dy =2 Du, ntl = Uy
I U1+ 2(n + Dupr = 2(n + 1)u, ou encore uy, 1 L
2(n+1) 2(n+1) 4™(n!)?
Un+1 = —(F 5 Un =
2n+3 2n+3 (2n+1)!
_ [2(n + 1)]° 4" (n!)? _ A (n+ 1))
(243 x(2n+2) x 2n+ D! (2n+3)!
Donc P, 1 est vrai, ce qui acheve la récurrence.
6. On calcule n! en faisant v = prod(x)
On calcule (2n + 1)! en faisant w = prod(y)
Ensuite : u=4"n *x v 2/ w
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Probléeme

1. On consideére la fonction f définie pour tout x réel par : f (x) = {

L—Jz| si  xe[-1;1]
0 si zeR\[-1;1]

(a) On a
1 1
/0 f(a:)da::/o (1— |z|)de
1
= 1 — xdx
0
221"
= |lr— —
-3,
Ainsi

La fonction x — |x| est continue sur [—1, 1] donc # — 1 — |z| est continue sur [—1,1] en tant
que somme de fonctions continues. La fonction f est donc continue sur | — oo; —1[, sur | — 1, 1]
et sur |1, +o0].

On a pour tout x € [-1,1], 0 < |z| <1 <= 0> —|z| > -1 <1 > f(z) > 0. La fonction f
est donc positive sur R.

Comme la fonction f est nulle sur | — oco; —1[ et sur |1, +00], on a

/_1 f(x)dx =0, /1+OO f(x)dx =0

+oo
Ainsi, 'intégrale / f(x)dx est convergente et en utilisant la relation de Chasles,

—00

/+OO f(z)dx =1

—00

’Done f est une densité de probabilité. ‘

On considére dorénavant une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (Q;.o/; P) , et
admettant f comme densité.

2. L'intégrale [~L 2 f(z)dx est absolument convergente et vaut 0. De méme, [;7 zf(z)dx est absolu-
ment convergente et vaut 0. La fonction x — zf(x) est continue sur [—1, 1], l'intégrale [*, zf(x)dx
est absolument convergente. Enfin, la fonction x — xf(z) est une fonction impaire, ainsi ’espérance
de X existe et

E(X) = /_11 zf(x)dr = 0.

SIGMA n°3B. M Leboucher
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3. Montrer que la fonction de répartition de X, notée Fx , est définie par :

0 si < -1
1 x?
5%—:1:—1—; si —1<2<0
FX(x): 1 x?
1 si z>1

En utilisant la définition de la fonction de répartition, Fx(z) = P(X < z) = / f(t)dt.

— Cas ou x < —1 : Dans ce cas Fx(x) =0

— Cas ou —1 <z <0 : Dans ce cas,

:/ m
i
_ 9;(

Ll

(1+tdt+/ 1 — tdt
3],
= t——
2 0
2

x
2

— Cas ou x < —1 : Dans ce cas Fx(x) = 1. d’ou le résultat.

On pose Y = | X| et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur ’espace

probabilisé (Q; <7; P) .

On note Fy sa fonction de répartition.

4. (a) Pour z <0, on a

Fy(z) = P(Y <2) = P(|X| < z) = 0.

(b) On est maintenant dans le cas z > 0, on a ainsi
Fy(x) = P(Y <) = P(X| < 2)
=P(—x <X <)
= Fx(x) = Fx(—x)

Vo >0, Fy(z) = Fx(z) — Fx(—x).

SIGMA n°3B.

M Leboucher



ECE1 Correction SIGMA n°3B 2018-2019

(c) D’apres la question précédente, il faut distinguer 2 cas. Si x € [0, 1]. Dans ce cas :

Enfin, si x > 1, alors
Fy(l‘) = Fx(l’) - Fx(—l’) =1-0=

Récapitulons,
0 sixz <0
Fy(z)=q2r—2* si0<ax<1
1 sinon

Pour déterminer la densité de Y, il suffit de dériver la fonction Fy la ou elle est dérivable. On
obtient bien

2(1—x) si  x€[0;1]
9(95)2{ 0 si zeR\|[0;1]

0 +o00
(d) On a clairement que / zg(z)dz et / xg(x)dx sont absolument convergentes et valent 0.
—00 1
De plus, la fonction x — zg(x) est continue sur [0,1] (c’est un polynéme) donc lintégrale

1
/ xg(x)dzx est absolument convergente. Ainsi Y admet une espérance et
0

E(Y) = /01 zg(z)dz

1
:/ 20 — 222dx
0

2 1
_|.2_%.3
R }0
-2

3
o 1
Ainsi, E(Y) = 3

5. On considere deux variables aléatoires U et V', elles aussi définies sur (2;.o7; P) , indépendantes et
suivant toutes les deux la loi uniforme sur [0;1] .
On pose I = min (U; V) , c’est-a-dire que, pour tout w de 2, on a [ (w) = min (U (w);V (w)) .
On admet que I est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur (€2; .o7; P) , et on rappelle
que, pour tout réel z, ona P (I >x) = P((U > x)N(V > z)) . Pour finir, on note F; la fonction
de répartition de 1.

(a) Soit x € R, on a
Fi(x) = P(I <x)
= P(min(U,V) < z)
=1— P(min(U,V) > z)
=1—-P(U>z)Nn(V>ux))

SIGMA n°3B. M Leboucher
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Les variables aléatoires U et V étant indépendantes, on a

Fr(z) =1—PU > 2)P(V > x)
=1—(1 - Fy(2))(1 - Fy())

Or, on peut rappeler que

0 siz<0
Fy(z)=Fy(r)=<a si0<z<1
1 sinon

Il y a donc 3 cas.
— Cas 1 : 2 < 0. Dans ce cas, Fyy(z) = Fy(z) =0 et

Fila)=1—(1-0)(1-0)=0
— Cas 1:0<z<1. Danscecas, Fy(z)=Fy(z)=xet
Friz)=1-(1-2)1—2)=1— (1 — 2z + 2?) = 22 — a?
— Cas 1 : 2 > 1. Dans ce cas, Fy(x) = Fy(x) =1 et

Filz)=1-(1-1)(1-1)=1

Récapitulons,
0 six <0
Frz) =42z —2? si0<x<1
1 sinon

(b) Les variables aléatoires I et Y ont la méme fonction de répartition.

Donc I suit la méme loi que Y.‘

6. On considere plus généralement n variables aléatoires Xi; Xo;...; X, , n > 2, toutes définies sur
(Q; o7; P) indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0;1]. On pose I, = min (X7; Xo;...; X,,).

Soit x € R. On a
Fy (z) = P(l, < x)
=1-P(l, > x)
=1— P(min(Xy,...,X,) > )
=1-P(Xi>z)Nn(Xa>2z)N...N (X, > 1))

Or les n variables aléatoires X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes et donc

Fr(z) =1~ (1-Fx,(2))(1 = Fx,(2))... (1 = Fx,(x))
=1-[](1 - Fx,(x))

=1

Il y a la encore 3 cas.
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— Cas 1 : x < 0. Dans ce cas, pour tout j € [1,n], Fx,(x) =0 et

Frz)=1-J[(1-0)=1-1=0

J=1

— Cas 1 : 0 <z < 1. Dans ce cas, pour tout j € [1,n], Fx,(z) =z et

Fiz)=1-J]1-2)=1—-(1—2a)"

J=1

— Cas 1 : > 1. Dans ce cas, pour tout j € [1,n], Fx,(z) =1 et

n

Frz)=1-T[01-1)=1-0=1

j=1
Récapitulons,
0 six <0
Fr(r)=<1—(1—-2)" si0<z<1
1 sinon

7. Simulation informatique de la loi de Y.
Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la loi de Y .

function Y = simulation()
U= ..rand()..
V = ..rand()..
if U < V then
Y= ..U..
else
Y= ..V..
end
endfunction
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